A Criterion for Projectivity of Torus Fibre Spaces by 川添, 充
TitleA Criterion for Projectivity of Torus Fibre Spaces
Author(s)川添, 充





































1995年度   pp.71-81
1
　quα5砧uη∂leと呼ばれる。とくに、　torus　quasi　bundleπ：X→CがCの適
　当な有限エタール被覆上への引き戻しがprillcipal　toms　qllasi　blmdleとなると
　き、7r：X→0は輪leρr乞η仰α～であると呼ばれる。
（2）ファイバー空間∫：X→γが次の3つの条件をみたすとき、（n，1n）㊨b砲απ
　声rεsραceであると呼ばれる。
　　（1）X、γは非特異射影的代数多様体で、dinl　X＝ηかつ由m　y＝m；
　　（益戊∫のすべてのファイバーは連結；
　　（11i）∫の一般のファイバーはπ一m（≧1）次元の非特異アーベル多様体。
　コンパクトRiemann面上のすべてのtorus　qu品i　bundleは次に定義する対数的変換
によってトーラス束から得ることが出来る。
　2．1．対数的変換（Logarithmic　Transformations）
　CをコンパクトRien‘ann面、　E，ゴ＝1，2，…，ψ，をC上のゼ個の相異なる点、　T＝
CソAをπ次元トーラスとし、Tをファイバーとする6t㎡e垣nc三p～d　t◎rus　bundleπ：
V→Cを考える。
　まず、岳の周りでの皆。：γ→Cの局所自明化を考える。朽の周りでのロ：γ→C
の局所自明化は、p《の開近傍鋳と防×Tからγ1σ、への同型φ輌であってπL－、〃‘。φ‘＝
ρr1となるものの組（〔んφ‘）によって与えられる。　p匡のまわりの局所自明化（ひ，φ‘）、
（ひ1，φ1）にたいして、
（¢，φd～（叫，φ；）⇔φ・レ・〃1＝φ；1〃、・・1
で同値関係が入る。
　岳の周りの局所自明化（び∠，φi）を一つ固定し、ちを岳を中心とする房の局所座標
として尾内の喬の開近傍玖＝弦U司くε｝をとり、各《＝1，2，…，ξに対して、
ぴの元δ輌でordほ1＝mi　6勾∈C覧／A）となるものをとるとき、これらに関してπ：
γ→Cのp｛での対数的変換は
L【，、，φ、｜（α1，ητ1）LIP，，φ、」（∂・，…2）…LIP，，φ，1（δε，m∂（γ）
　　　　　　　　　　　　ゼ　　　　　　　　　　・＝U¢㌧・T／〈9・〉）U（v－・。…1（｛P・，P・，…湖））
　　　　　　　　　　　ご＝1　　　　　　　　　　ψ輌
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し÷（　　　　　　　　D、・一｛・、∈C；1・，1＜ε1／…｝：（D‘×」9）3（8‘，レDト→（exp（2π∨⊂：f／m‘）3，レ十歳D∈（D‘×E）D♂・E）／〈9い（（・・，［司））H（・r”，レー器1・9（・・）D∈（D～・E））
と定義される。L伽剥（づαわTγ↓1）妬2吻1〈∂2，m2）＿L臨瑚（δゼ，m∂（γ）は各義上に重複ファ
イバーm‘㍗をもつ。
Rεmα戊2．2．　（1）上の定義は喬の周りの局所自明化の同値類にのみ依存し、局所座
　　　標のとり方にはよらない。
　（2）自明なトーラス束pr1：0×T→0について、（ぴ，φ∂をpア1の制限と自然にと
　　　るとき、これに関する対数的変換をLp、（∂1，m1）Lp，（碗，m2）＿Lp，（∂2，m∂（C×
　　　T）とかくことにする。
　（3）すべてのtorus　qua5i　bundleはあるtorus　bundleに適当な対数的変換を施した
　　　ものとして得られる。とくに、すべてのprindp㎡torus　quasi　bundleは自明
　　　なトーラス束に適当な対数的変換を施したものとして得られる（Remark　2．4参
　　　照）。
　（4）⑦：y→Cをるぴleρrinciρ㎡T－bundleとする。このとき、　Cの適当な有限エ
　　　タール被覆cをとることにより、γ×ccはprincipa1なトーラス束となる。
　　　ここで、C→Cの被覆変換群をGとすると、口：γ→0の対数的変換
　　　X＝Llp，φ1（∂，　m）（V）の0上への引き戻しは次のように表せる。
X＝LM（α，η1）（V）理一叉＝n。，GL，。（∂ρ（・），m）n急。、L，、（6、，1）（ε・T）
　　　　・⊥　　！
　　　　o　　　　←－c　　　　　　　　　aale
　（ただし、5σはCにおけるpのファイバーの点を表とし、ρはGのσL〈π，C）
　への適当な表現とする。）
（5）X＝Lp、（∂1，m1）Lp，（∂2，m2）＿Lp，（∂z，m∂（C×T）は、その有限被覆として
　principal　T－bundleがとれる。　d＝mlm2＿m2，　mo＝lcm（m1，m2，・一，πL乏）
　　とする。C－｛p1，p2，…，pε｝に点Poをとり、σ：C→0をp‘上に重複
　度m‘の分岐点をd／m｛個もつ、Cの∂一重アーベル被覆とする。σ一1（pJ＝
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　　　｛5iゴ｝｝ゴ＝1，＿，d加、とおき、文をX×cεの正規化とする。
　　　　　　　　　　　　　　　　元
　　　　　　　　　　　　　　　　弓一一
　　　　　　　　　　　　　　　x×cε」→5
　　　　　　　　　　　　　　　　・⊥　セ
　　　　　　　　　　　　　　　　c　　－一→c．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ
　　　ここで矛＝〃ogとおけば、
　　　　　　　　　　　元・x霧HL61’・（m・∂i，1）（o×T）→0
　　　　　　　　　　　　　　8，」
　　　となる。
　2．2．｝16苦er，s　observatlO】【〕
　Rienlann面（フ上のファイバーがT＝C7ソAであるprincipal　torus　bundleの同型
類は、1了1（C，Oc（r））の元と一対一の対応があり、しばしば与えられたprincipal　torus
bundle匂。：γ一→0を対応する〃1（0，0c（T））の元ηを用いて、　V＝（C×T）ηと書
く。次に述べるH6ferの結果によるとβ1｛C，　Oc（γ））の元はすべて対数的変換とみな
すことが出来ることがわかる。
　まず次のような可換図式を考える。
　　　　　　o＿＿→A＿＿→c㊦A坐c×㊦A＿＿→o
　　　　　　　　　　・i　・！　　！
　　　　　　0－→A－一→　　Cπ　　一一→　　　T　　－一→0
　真中の縦の写像は自然なinclusion　L：A・→ぴから誘導される写像である。右端の
縦の写像は、cx㊦Aの元z⑳ぼに対し、細g｛z＞⑧司を対応させる写像である。この
可換図式から次の可換図式が導かれる。
…一一・H1（0，0。）⑭A－H・（0，0さ）⑭AユH・（0，2）⑧A－・0
　　　　　　壱1　　　・｛　　　・1
…一一→ 　バ（ρ0き）　一．・→H1（0，0c（T））一三→　H2〈C，A）　一一→0
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この図式から次のことが示される。
P’op◎s江海n　2．3．｛3｝Φ｝ま同型である。即ち、丑1（C，0さ）⑭A竺万1（C，　Oc｛㍗））
Remα論2．4．Φの作り方と対数的変換の定義を見比べることにより、∂パAのとき、
次のことが直ちに分かる。
　　　　　（c×T）Φ（Σi－・似鴫竺L申、（∂1，1）五P、（ぼ2，1）＿，Lp，｛転1）（c×η
さらに、このことと上のProposi▲ionより、すべてのprincipal　torus　bundleは自明
なトーラス束に適当な重複度1の対数的変換を施したものとして得られることがわか
る。
　今後、記号の簡略化のため、対数的変換Lp、（∂1，1）Lp、（∂2，1）＿Lp，（6z，1）（C×τ）を
（C×T＞Σ⊃i＝・観蛭（φは省略する）と書くことにする。
　3．Pdncipal　T－bundlesの射影性判定法
　Remark　2．2でも述べたように、創ale　principal　quasi　T－bundleはprincipal　T－bundle
による有限被覆をもつから、射影性を考える上ではprincipa蓋主b｜md▲eの場合が本質
的となる。そこで、この節ではprincip瓠丁一bundleの射影性判定法について述べるこ
とにする。
　前節でも述べたが、Riemann面0上のprincip凪アーbundleの同型類はHl（0，0c（τ））
の元と一対一の対応があり、一般にH1（C，　Oc（T））の元ηを用いて（0×T）ηと書かれ
る。さらに前節のRemark　2．4により、ある0上の点拓，戸1，2テ…，£，およびAの元
∂《，元二1，2，…，ε，が存在して、（C×τ）η…吉（C×T）Σ⊃1－・1川⑧ぼ‘となる。
　一般に斑ema蔓m面C上のρ戯c輌ρal　Tゐ旦ndleにつ匂・て次のことが成立する。
Proposition　3・5・｛21【31（0×T）η：」κ6川erぐ⇒c（η）＝Oo
Proposition　3．6．【61（0×τ）η：ρr句εc伽e・ぱ⇒ord（η）＜十〇〇。
　これら2つの命題を利用して、次の定理が証明できる。
丑e。rem　M．　R匡e斑賂面上のρ愉ε拠ξアーゐ顕dξεπ：x＝（（フ×T）Σ｛一・｛⑭砥→〈フ
について次のことが成り立つ。
｛A）x：κ砧ξεr⇔Σ｝＝1《羨＝∂。
（溜）Tがアーベル多様体であるとき、次は同値。
　（1）Xはρr〔ηec伽e，
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　（2）ヨξ＝（ξ1，ξ2，…　，ξη）∈Ho（C，Ωと（logΣξ＝1［PJ））（bπ3．‡．
　　　　（i）ReSp、ξ＝詣・
　　　（ii）万ξ≡δ（lnod（Q～A）∫or∀7∈H1（C，　Z），
　（3）Σ1＝11P｛｝⑭∂パ（」（C）⑧A）f〔”，
PTO呼（A）c（Σξ＝1｛掲⑧己）＝Σ㌧1面より明らか。
（B）｛（1）⇔（2）1まず、（i）を満たす有理型一次形式の存在と戎⇒～ξ＝0は同値であるか
ら、（A）よりXはK細田多様体と仮定してよい。そこで（i）を満たす有理型一次形
　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ式を一組とって固定してθ亡（θ1，θ2，…，θ，、）とおくと、θはHomz（H1（0，　Z），Cπ／A）
の元θ承を定める。
　ここで次のようなコホモロジーの完全系列による可換図式を考える。
0　　　　　　　　　　　　　0
　＼　，　　　　　ノ
澄・〈o，A）☆凝1｛c，02・りム万1｛o，o〈η）一澄2｛o，A）
　　　廷＼◎ゐ
　　　　〃1（c，c）
　　　　／7’
HO（C，Ωち）Φ臓
　／
0
すると、η＝Σi＝1｛pa⑧δ」に対してあるc∈H1（0，（ぴ）が存在して、あoi；（c）＝ηとな
る。PΣ◎p◎§滋◎n　3．6からXが射影的代数多様体となるための必要十分条件はηの位数
が有阻となることであったから、このことと合わせるとXが射影的代数多様体となる
ための必要十分条件はcぷζが（C，A）⑭z◎modδ’丑◎（C，Ω勾ηであることが分かる。
さらに実際、適当なψG〃↓）（0，Ω↓）’↓をとれば、正11（0，◎）＝Homz（H1（C，　Z），C・）
という同一視の下で
　　　　　　　　　　　　・m・dH1（0，A）≡（ダ＋の＊
となることを示すことができ、定理の主張はこのことから容易に導かれる。
【（1）⇔（3）］Proposition　2．3およびProposition　3．6より、Φ（Σ1＝11pd⑧己）の位数が有
限であることとΣ見｛瑚⑧砥ξ｛Pic◎｛C）＆A）緬は同値であることがすぐわかる。　口
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　4．Principal　quasi　T－bundlesの射影性判定法
　前節のTlleorem　3．7より、　prnlcipal　quasi　7Lbundlesについて次のことが成立す
る。
Theorem　4．8．　p‘，　iニ1，2，…，ちをRiemαππ面0上の点、∂‘をQAの元、　m《＝
ord　l∂《】とする。このとき、π：X＝Lp、（α1，γn1）Lp、（∂2，m2）＿LPf＠，m2）（0×T）→
0について次のことが成り立つ。
（A）X：κ61L／er⇔Σ1＝1∂ε＝δ，
（B）Tがアーベル多様体である時、次は同値。
　（1）Xはρmec加e，
　（2）ヨξ＝（ξ1，ξ2，…　，ξπ）∈Ho（0，Ω～r（lo9Σi＝11P《D）㊥抗s．2．
　　　　（i）Res・・ξ＝歳・
　　　（ii）万ξ…≡δ（mod（QIA）∫0ア∀γ∈H1（0，　Z），
　（3）ΣL、回嚇≡δ∈」（0）⑧QA．
Prooφ（A）Relnark　2．2から、π：X→Cは
　　　　　　　　　元：X：＝nL5i”伽魂，1）（o×ノ1）→0
　　　　　　　　　　　　　　元，」
という有限分岐被覆をもつ。18】によりXがK5hler多様体であることとXがK5hler
多様体であることとは同値であるが、一方、Theorem　3．7からXがK5hler多様体で
あるための必要十分条件はΣL1Σ巽㍗m萢＝δである。Σi＝1Σ鱈‘m沌＝mΣ⊃1＝1砥
であるから、これより主張を得る。
（B）1（1）⇔（2）lXが射影的代数多様体であるための必要十分条件は、　Theorem　3．7よ
り次の（i）’、（ii）”の性質をみたすξ＝（ξ1，ξ2，…，ξ。）∈正10（o，Ω∂（logΣ1＝1［Pの）Φπが
存在することと同値である。
　（i），　ReSp‘ξ＝i浩，
（ii）”みξ≡δ（…dQA）f・・∀7∈H、（∂，Z）．
　ここで、Xが射影的代数多様体であることとXが射影的代数多様体であることとが
同値であるから、（i）、（ii）の性質をみたすc上の有理一次形式の組ξ＝（ξ1，ξ2，…，ξの
の存在と、（i）’、（ii）”の性質をみたすc上の有理一次形式の組ξ＝（ξ1，ξ2，…，ξπ）の
存在が同値であることを示せばよいが、これは実際、σ：0→0に関して一方のpull－
backあるいはtraceをとることによって容易に示される。
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1（2）⇔（3）1（2）の有理一次形式はテータ関数を使って書くことが出来る。実際、θを
θ（0）＝0、d．θ（0）≠0となるようなCのJacobi多様体のテータ関数とし（ただし、
zはcのJacobi多様体の普遍被覆の大域座標）とし、　Ho（0，ΩUの基底｛ω1，…，ωg｝
およびH、（σz）の難｛哨，…μ，，β・，…，β，｝鉱ω、＃δ・ゴカ・つ・行列（糖）が
卵mme垣cで（II蛎…ω∫）が正定値となるようにとる。
　　　　　　ξ・〈・）一、。詰（昆・り毒・・9諜｛畿ll鵠）
としてξ」（¢）＝Σi；｛ξ」‘（¢）とおけは、ξ＝（ξ1，ξ2，…，ξのは（2）の（i）を満たす。こ
のξゴのテータ関数による表示を用いて（2）の（ii）を書き直せば（3）を得る。　口
Corollary　4．9．　C＝】P1であるとき、　X：ρ働ec励e右⇒Tがアーベル多様体でかつ
Σ1＝1～肴＝δ。
Rεmα碕4．頚．　（1）「rheo苦eln　4．8（3）より、　Xの射影性は対数的変換を施す点岳た
　　　ちの位置関係に依存することが分かる。（cε8x鋤欝le　6．15）
　（2｝The◎∫em　4．8のくβ）については、　Hδfeτ’s◎bservationを用いても示すことが出
　　　来る。mをm1，m2，…，殉の最小公倍数とすると、戎＝1翻㊤蚤∈Pic（0）⑭
　　　撒Aである。T’＝（ぴ／念Aとすると、　A⊂撒AよりT→T’が定まり、これに
　　　より
　　　　　　　　　　　　x≡込x’一（o・T’）Σi・・圃・面
　　　　　　　　　　　　・⊥　　｛ぷバ㎞飽
　　　　　　　　　　　　C－一二→C
　　　が得られ、X：P∫◎jective⇔X㍉P王◎jective⇔ΣL1｛P‘1⑭砥≡δ∈Pic°（C）⑧
　　　QA竺」（0）⑭QAを得る。
　Theorem　4．8には叫に閲する条件が現れていないように見える。しかし、（A）の
条件からm‘たちの間には次のように定義される条件止を満たしていなくてはならな
いことが分かる。
Definition　4，11．7η1，m2，…，mεを、すべてのi＝1，2，…，εに対してmi≧2と
なるような整数とし、1≦髭≦εなる自然数左を一つ固定する。ここで、鬼＝1か
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つΣ1司πi／ぴ≡◎m◎dZとなるような自然数哨，π2，…，㌦が存在するとき、数の
組m1，m2，…，m2は条件妬を満たすという。
　さらに11」にならって次のことを証明することが出来る。
Proposition　4．12」：X→0をκ（X）＃1であるような（π＋1，1）一αb磁απ∫i－
6rε5坪¢eとする。ここで、κxが∫一η可かつすべての重複ファイバーmFについて
〃π（F，OF）＝0ならば、φ114κxl：X→P乃・（x）－1は正則写像となり、∫：X⇒0は
φ11頚ぎ1：X→φ畑κxi（X）と1司型である。
　　タ5．翫ale　pオ桓c垣al　quasi　T－bu紅d蓋esの射影性判定法
　π：X→0を斑emann面C上の6tale　principal　quasi　71ふund呈eとすると、　Remark
2．2より、Xは適当な6城e　toru8　bundle⑦：γ→0に対数的変換を施したものとし
て表すことが出来る。
　　　　π・x＝L｛P、，φ、1（づαbη膓1）L｛P，，φ，1（∂・，m2）…L｛眞。φ，1（∂ちm∂（γ）→o
と書くと、　X‘ま
　　　　　　　　　べ　　　　　　　　　　　　　　ま　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　し　　　　　元・X＝HnL67＠ρ（σ），m∂nL，，（6ゴ，1）（0×T）→0
　　　　　　　　　‘＝1σ蓬G　　　　　　　　　　ゴ＃1
なる有限不分岐被覆を持つ。（各記号はRemark　2．2の通りとする。）　　　　　・
　ここで、前節のThe◎rem　4．8より、次の定理が導かれる◇
Theorem　5．1『．τロ：γ→0をHO（0，π．Ω↓／∂＝0となる6εαle£o間s　buπd～eとす
る。このとき、π：X→Cを舷。：γ→Cの対数的変換とすると次のことが成立す
る。
　（1）Xはκδ川εr多様体。
　（2）とくにCが楕円麹線である時、X：解句εε如ε⇔V∫p初ec勧e。
PTO〔ぴ（1）X：K5hler⇔X：Kahler⇔Σパ砕硫ρ（σ）＋c（V×◇C）＝◎であるが、
∬o（0，π．Ω↓／c）＝0であることより、Σσ∈G戸‘ρ（σ）＋c（γ×cC）＝0は常に成り立
つo
（2）0が楕円曲線かつTがアーベル多様体である時、常に
　　　　　π：XぱLp、（ゆα1，m1）Lp2（1ち，m2）＿Lp，債，m2）（0×r）→0
一 79－・
9
が射影的であることを示せばよいが、このとき、Gの元に適当な順序を入れれば、
Σ。⊇副嚇ρ（・）一Σ、即「116㍗P：1＝】1嚇ρ（・）－o∈Pic°（ε）⑩Aとなる・□
Remα戊5．14．定理より、　princip～dでない6tale　principalτ一bundleは必ずしもτ一
bundleの対数的変換では書けないことが分かる。
　6。至）xanlple＄
　6tale　prillcipal　qu品i　torus　bundleの射影性判定についての定理4．8，5．13は次のよう
な例でみるとより分かりやすい。
Example　6．15．　E．＝〈C／影＋Zτ（lmγ＞0）を楕円曲線，．4＝Cπ／A，4＝C’ソA6を
アーベル多様体とする。
（1）X＝Lp（δ，　m）Lq（一∂，　m）（E。×A）→Eとする。このとき、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　X：射影多様体⇔ぼ⑧（P一弟∈（忍．⑭～A）』
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　タバ　　　　　　　　　⇔。（P．，），β（P．，）。輪（。＝＋旦。、。，β．勾
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m　　　γπ
　　　　　　　　　⇔｛）－q∈（Eγ）£oず
となる。
（2）τo：γ＝（A×Eγ）／〈g＞→　Eき　　（g：（葛ω）卜→　（一名ω十髪））とし、　X＝
ち（∂，m）（V）→樗とすると・
　　　　　　　　x－－x＝Lp、（δ，　m）Lp2（一∂，　m）（A×Eす）
　　　　　　　　｛　i
　　　　　　　　Eエ←一一ET　　　　　　　　　2
より（岳＝｛る十剖）・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　X：射影多様体ぐ⇒∂⑭（p1－p2）∈（E．⑭一A）f。．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m　　　　　　　　　　　　　　⇔抱一綱2∈（ET）愉
であるが、p1～p2＝1引より、　Xは射影多様体。
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（3）①：γニ（／11×．42×Eア）／〈g＞→Eき（g：（肴，乏，ω）陽（一名あ，ω十き））とし、
X＝rli＝1　Lp‘（ぽ，£），mり（γ）→Eきとすると、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　づ　　　　　　　　x←一一x＝ヌ＞pi1｝｛｛己・砕mづ五，1・・（（一碗参・）・孤）（・4元×・42×阜）
　　　　　　　　⊥　⊥」
五き一一8・
より（piゴ）＝［P汁ゴ引）、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z
　　　　　　　　　　　　　　x・K魏1佼⇔Σ義＝§
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∵
　　　　　　　　　　　　X・P・・jective⇔Σ義⑭（Pl1｝ΨPi2））≡6∈E．⑧QA
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　仁裏
となる。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R8FER露NC8s
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